
 

ТЕМА 3 ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ ПРОГРАММНЫХ 

ДВИЖЕНИЙ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ 

 

3.1. Исследование устойчивости движения 

и аналитическое конструирование регуляторов систем 

управления 
 

Пусть система управления описывается в виде: 

))(),(,(
)(

tutxtF
dt

tdx
 ,  (3.1) 

где T
n txtxtx ))(,),(()( 1  , T

r tututu ))(,),(()( 1   – соответственно 

векторы состояния и управлений, ))(),(,( tutxtF  – n - мерная вектор-

функция, описывающая движение системы. 
Для постановки задач исследования устойчивости и конструиро-

вание регуляторов нужно задать определенное желаемое изменение 
состояния системы (3.1). Будем считать, что траектория )(tx  на ин-

тервале ),[ 0 t  изменяется по заданному программному режиму: 

 

)()( txtx np ,  ),[ 0  tt .  (3.2) 

Тогда задачу программного управления можно сформулировать так: 

найти программное управление )(tunp , при котором решение системы 

(3.1) обеспечивает условие (3.2). 

Пусть в момент времени )0(t  система удовлетворяет условию 

)()( )0()0( txtx np . Задача исследования устойчивости программного 

движения )(txnp  заключается в нахождении решения системы (3.1) 

под действием программного управления )()( tutu np  для )0(tt  , 

если в начальный момент времени )0(t  вектор состояния системы 

получает некоторое возмущение )( )0(tx : 

)()()( )0()0()0( txtxtx np  . (3.3) 
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Определение 3.1. Программное движение )(txnp  системы (3.1) 

называется устойчивым по Ляпунову, если для произвольного 0  
существует такое 0 , что, если для начальных условий системы 

))(),(,(
)(

tutxtF
dt

tdx
np  (3.4) 

выполняется неравенство  )()()( )0()0()0( txtxtx np , то при 

)0(tt   для решения системы (3.4) справедлива оценка  )(tx , де 

)()()( txtxtx np .  

Программное движение системы (3.4) называется асимптотиче-
ски устойчивым, если к условиям устойчивости добавляется гранич-

ное условие: 0)(lim 


tx
t

. 

Под действием начальных возмущений траектория возмущенного 

движения будет иметь вид )()()( txtxtx np  . Запишем уравнение 

для )(tx  согласно системе (3.4): 

)).(),(,(

))(),(,())(),()(,(
)(

tutxt

tutxtFtutxtxtF
dt

txd

np

npnpnpnp






   (3.5) 

 

Очевидно, что устойчивость по Ляпунову программного движе-

ния системы (3.4) означает устойчивость по Ляпунову невозмущен-

ного движения 0)(  tx  для системы (3.5).  

Отметим, что в дальнейшем будем исследовать на устойчивость 

невозмущенное движение 0)(  tx . 

Обычно, программное движение системы (3.4) и соответствую-

щее невозмущенное движение системы (3.5) являются неустойчи-

выми. Поэтому будем рассматривать задачу обеспечения устойчиво-

сти этих систем путем введения дополнительного управления 

))(,( txtu  , которое вместе с программным управлением составляет 

закон управления системой: 
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))(,()()( txtututu np  . (3.6) 

Тогда задача аналитического конструирования регулятора систе-

мы (3.1) состоит в выборе такой зависимости ))(,( txtu  , при кото-

рой решение 0)(  tx  системы уравнений 

)))(,(),(,(
)(

txtutxtX
dt

txd



,            (3.7) 

где )))(,()(),(,()))(,(),(,( txtututxttxtutxtX np  , было бы 

устойчивым (асимптотически устойчивым) по Ляпунову. 

Если задать заранее структуру зависимости ))(,( txtu   с точно-

стью до значений некоторых параметров, то задача аналитического 

конструирования регулятора сводится к выбору значений парамет-

ров системы (3.7) в соответствии с условиями устойчивости по Ля-

пунову невозмущенного решения 0)(  tx . 

 

3.2. Устойчивость в применении к аналитическому конструиро-

ванию регуляторов линейных систем управления 

 

Пусть система (3.7) является линейной: 

))(,()()()(
)(

txtutBtxtA
dt

txd



. (3.8) 

Обозначив )()( txtx  , )()( tutu  , перепишем систему (3.8) в ви-

де: 

))(,()()()(
)(

txtutBtxtA
dt

tdx
 .  (3.9) 

Задачу аналитического конструирования регулятора для линей-

ной системы (3.9) сформулируем следующим образом: найти матри-

цу )(tC  размерности nm  такую, что при управлении 

)()())(,( txtCtxtu   нулевое решение 0)( tx  системы (3.9), то есть 

системы уравнений 

)())()()((
)(

txtCtBtA
dt

tdx
  (3.10) 
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будет асимптотически устойчивым по Ляпунову. 

Рассмотрим линейную стационарную систему )(xBuAx
dt

dx
  и 

управление будем искать в виде Cxxu )( . Тогда систему (3.10) 

можно переписать в виде 

xBCA
dt

dx
)(  .                                (3.11) 

Воспользуемся известными результатами исследования устойчи-

вости решений линейных систем дифференциальных уравнений 

[16]. 

Теорема 3.1. Для асимптотической устойчивости по Ляпунову 

линейной стационарной системы уравнений 

Ax
dt

dx
  (3.12) 

необходимо и достаточно, чтобы все корни j  
характеристического 

уравнения 

0)det(  EA   (3.13) 

имели отрицательные действительные части: 

njj ,1,0Re  . (3.14) 

Здесь и далее E  – единичная матрица.  

Применим эту теорему к задаче аналитического конструирования 

регулятора системы (3.11). Запишем для этой системы характеристиче-

ское уравнение  

0)det(  EBCA  .  (3.15) 

Корни данного уравнения будут зависеть от неизвестных элемен-

тов матрицы C , то есть )(Cjj   . 

Согласно теореме 3.1, неизвестные элементы матрицы C  выбираем 

из условия njj ,1,0Re  , что и обеспечит асимптотическую 

устойчивости системы (3.11). 

Теорема 3.2 (Критерий Раусса-Гурвица). Пусть характеристи-

ческое уравнение (3.13) имеет вид: 
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01
10  

n
nn aaa  . (3.16) 

Из коэффициентов этого характеристического уравнения соста-

вим матрицу (она называется матрицей Гурвица) 

 























 212212

12345

0123

01

00

0000

aaaa

aaaaa

aaaa

aa

nnn 









,        (3.17) 

 

где 0ja при nj  , 00 a . 

Тогда для того, чтобы все корни характеристического уравнения 

(3.16) имели отрицательные действительные части: 

njj ,1,0Re  , необходимо и достаточно, чтобы все главные ми-

норы этой матрицы были положительны, то есть должна выполнять-

ся система неравенств: 

 

011  a ,   0
23

01
2 

aa

aa
,    0

0

345

123

01

3 

aaa

aaa

aa

, 

 

0

00

4567

2345

0123

01

4 

aaaa

aaaa

aaaa

aa

   и т.д.  (3.18) 

 

Если применить критерий Раусса-Гурвица к задаче аналитическо-

го конструирования регулятора системы (3.11), то получим главные 
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миноры, которые будут зависеть от неизвестных элементов матрицы 

C . В результате имеем систему неравенств   

0)(  Cj , nj ,1 .                             (3.19) 

Елементы матрицы C , в этой системе неравенств, согласно 

теореме 3.2, обеспечивает отрицательность действительных частей 

корней характеристического уравнения, то есть выполнение условия 

(3.14). Тогда согласно критерию асимптотической устойчивости 

(теорема 3.1) линейная стационарная система (3.11) будет 

асимптотически устойчивой по Ляпунову. 

На основании результатов об управляемости и наблюдаемости 

систем управления рассмотрим в качестве примера конструктивный 

способ нахождения управления )(xu  в линейных стационарных си-

стемах и исследуем условия существования матрицы C , при кото-

рых система xBCA
dt

dx
)(   ( constCBA ,, ) будет асимптотически 

устойчивой. 

 Рассмотрим систему со скалярным управлением 

buAx
dt

dx
 , constbA , .   (3.20) 

Здесь A  – nn  матрица, b  – n -вектор-столбец, u  – скаляр. 

Теорема 3.3. Если система (3.20) вполне управляема, то есть выпол-

няется условие 

0),,,det( 1  bAAbb n , (3.21) 

то существует функция управления 

xcu T , (3.22) 

где T
nccc ),,( 1  , при которой система 

xbcA
dt

dx T )(   (3.23) 

имеет заранее заданные произвольные корни характеристического 

уравнения 

0)det(  EbcA T  .                              (3.24) 
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Доказательство этой теоремы можно найти, в частности, в [4]. 

Доказательство построено так, что одновременно указан алгоритм 

нахождения величин ncc ,,1   по известным значениям корней 

n ,,1   характеристического уравнения (3.24). В процессе доказа-

тельства получено явный вид вектора c : 

 

)(

1

01

001

)(

1

21

11 ap

pp

p
Sc

nn

T 



































 (3.25) 

Здесь ),,,( 1bAAbbS n  , bAS

p

p

p

nn

n

1

1

1 























,  

a  – n - вектор-столбец, который находится через известные значения 

корней n ,,1   характеристического уравнения (3.24), фактически 

это значение коэффициентов соответствующего характеристического 

полинома. 

Для того, чтобы решить задачу аналитического конструирования 

одномерного (отметим, что таким образом можно применить к кон-

струированию многомерного) регулятора, нужно выбрать вектор a  

таким, чтобы он обеспечивал отрицательность действительных ча-

стей корней характеристического уравнения (3.24) системы управ-

ления (3.20). При этом условии вектор c , полученный через вектор 

a  согласно формуле (3.25), обеспечит асимптотическую устойчи-

вость линейной системы. Тогда управление, по теореме 3.3, будет 

определяться формулой (3.22). 

 

3.3. Применение метода Ляпунова 

к исследованию устойчивости программных движений 
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Рассмотрим систему управления: 

)))(,(),(,(
)(

txtutxtX
dt

tdx
  (3.26) 

соответствующей системе (3.7) при )()( txtx  , )()( tutu  .  

Как известно из теории устойчивости [23], наиболее общим ме-

тодом исследования систем на устойчивость является так называе-

мый метод функций Ляпунова (или прямой метод, или  метод Ляпу-

нова). Этот метод не требует знания общего решению системы диф-

ференциальных уравнений (3.26) и позволяет сделать вывод о харак-

тере устойчивости нулевого решения системы, используя функции 

Ляпунова, которые должны быть специально построены. По харак-

теру поведения функций Ляпунова по системе (3.26) делается вывод 

об устойчивости или неустойчивости нулевого решения. 

Наведем определения и формулировки основных теорем второго 

метода Ляпунова. Пусть для системы (3.26) существует такая сово-

купность управлений ))(,( txtu , при которых в некоторой области 

Hx                                               (3.27) 

выполняются условия существования решений уравнений (3.26). 

Здесь H  – некоторое заданное число, 0H .  

Пусть функция )))(,(),(,( txtutxtX  – аналитическая (непрерывная 

и дифференцированная) в области (3.27) и удовлетворяет условию 

0))0,(,0,( tutX . 

Рассмотрим стационарную систему, то есть частный случай си-

стемы (3.26), когда правая часть уравнений явно не зависит от вре-

мени:   

))(,( xuxX
dt

dx
  (3.28) 

Введем в рассмотрение непрерывную функцию )(xv , которая 

удовлетворяет условиям: 

a) 0)0( v ;  
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б) )(xv  – однозначна в области (3.27);  

в) 
jx

xv



 )(
, nj ,1  - непрерывны в области (3.27). 

Определение 3.2. Функция )(xv  называется положительно-

определенной, если для некоторого заданного числа 0H  в области 

Hx   выполняется условие: 0)( xv ,  0x . 

Определение 3.3. Функция )(xv  называется положительно-

постоянной, если для некоторого заданного числа 0H  в области 

Hx   выполняется условие 0)( xv . 

Аналогично вводятся понятия отрицательно-определенной и от-

рицательно-постоянной функции. 

Определение 3.4. Функция )(xv  называется знакопеременной, 

если в области Hx   для сколь угодно малого заданного числа 

0H  она принимает как положительные, так и отрицательные зна-

чения. 

Функции )(xv  называются функциями Ляпунова. 

Примером положительно-определенной функции Ляпунова является 

функция Dxxxv T)( , где D  – квадратная симметричная матрица, для 

которой выполняются неравенства Сильвестра: 

011 d , 0det
2221

1211










dd

dd
, , 0det

1

111


















nnn

n

dd

dd







.  (3.29) 

Теорема 3.4. Если для системы управления (3.28) можно опреде-

лить такую положительно-определенную функцию )(xv , чтобы ее 

полная производная по t  согласно этой системе 

 )())(,()()( xwxuxXxvgrad
dt

dx
xvgrad

dt

dv TT        (3.30)  
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была отрицательно-постоянной функцией 0)( xw , то программное 

движение 0)( tx  системы (3.28) устойчиво по Ляпунову. 

Теорема 3.5. Если для системы (3.28) можно определить такую 

положительно-определенную функцию )(xv , чтобы ее полная про-

изводная по t  согласно этой системе 

)())(,()()( xwxuxXxvgrad
dt

dx
xvgrad

dt

dv TT   

была отрицательно-определенной функцией 0)( xw , то программ-

ное движение 0)( tx  системы (3.28) асимптотически устойчиво по 

Ляпунову. 

Теорема 3.6. Если для системы (3.28) можно найти такую функ-

цию )(xv , чтобы ее полная производная (3.30) согласно этой систе-

ме была отрицательно-определенной функцией 0)( xw , а сама 

функция )(xv  при этом не была положительно-постоянной, то есть в 

сколь угодно малой области Hx   ( H - заданное число, 0H ) 

)(xv  может принимать отрицательные значения, то программное 

движение 0)( tx  системы (3.28) неустойчиво по Ляпунову. 

Замечание 3.1. Можно исследовать на устойчивость систему 

управления (3.26), правая часть которой явно зависит от t . Тогда 

используется понятие функции Ляпунова, параметрически завися-

щей от t : ),( xtv  – дифференцированная по своим аргументами 

функция при 0tt   в области Hx   ( H - заданное число, 0H ) 

такая, что 0)0,( tv .  

Здесь и далее 0t  – начальный момент времени. 

Рассмотрим метод исследования на устойчивость по первому (ли-

нейному) приближению системы управления (3.28). Этот метод назы-

вают еще первым методом Ляпунова. При его применении из правой 

части уравнений нелинейной системы выделяется линейная по x  

часть. Затем отдельно исследуется на устойчивость система, в уравне-
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нии которой справа стоит только выделенная линейная функция. Это 

система называется системой первого или линейного приближения. 

Тогда характер устойчивости решения начальной нелинейной системы 

будет таким же, как и решение системы первого приближения. Форму-

лировка основных теорем этого метода приведены ниже. 

Запишем систему (3.28) в виде:  

))(,(
~

)( xuxXxBuAx
dt

dx
 ,                     (3.31) 

где  
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
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
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
























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1

1

1

1

x
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X
x

u

X

x
u

X
x

u

X

B

m

nn

m







, 

функция ))(,(
~

xuxX  при 0x  имеет порядок малости не ниже вто-

рого. Правая часть системы (3.28) – n -мерная вектор-функция: 

T
n xuxXxuxXxuxX )))(,(,)),(,(())(,( 1  . 

 

Пусть управления задается в виде Cxxu )( . Тогда система пер-

вого приближения имеет вид 

xBCA
dt

dx
)(  .                               (3.32) 

Теорема 3.7. Если программное движение 0)( tx  для системы 

первого приближения xBCA
dt

dx
)(   является асимптотически 
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устойчивым по Ляпунову, то такое движение асимптотически 

устойчиво и для нелинейной системы (3.31) независимо от вида не-

линейных функций ))(,(
~

xuxX . 

Теорема 3.8. Если среди корней характеристического уравнения си-

стемы первого приближения (3.32) 0)det(  EBCA   найдется хотя 

бы один с положительной действительной частью, то программное дви-

жение 0)( tx  нелинейной системы (3.31) будет неустойчивый по Ля-

пунову независимо от вида нелинейных функций ))(,(
~

xuxX . 

Теорема 3.9. Если характеристическое уравнение 

0)det(  EBCA   системы первого приближения (3.32) не имеет 

корней с положительными действительными частями, то в зависимости 

от характера нелинейности функций ))(,(
~

xuxX , программное движение 

0)( tx  нелинейной системы (3.31) может быть как устойчивым, так и 

неустойчивым по Ляпунову. 

Определение 3.5. Программное движение системы 0)( tx    

),())(,( xtRxuxX
dt

dx


 
(3.33) 

называется устойчивым при постоянно действующих возмущений, 

если для 0 0,0 21    такие, что, как только 

10 )( tx , 20 ),( xtR , 

то при 0tt   для траектории системы выполняется неравенство 

)(tx , 0tt  . 

Теорема 3.10. Если для системы ))(,( xuxX
dt

dx
  можно найти та-

кую положительно-определенную функцию )(xv , чтобы ее полная 

производная по t  согласно этой системе 

)())(,()( xwxuxXxvgrad
dt

dv T   была отрицательно-постоянной 
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функцией 0)( xw   (то есть выполнялись условия теоремы 3.4), то 

программный движение 0)( tx  системы (3.33) будет устойчивым 

при постоянно действующих возмущений. 
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